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impide seleccionar el punto medio de [0, /4] y evaluar f en ese punto, y por ello reducir
aun maés el intervalo que contiene a c. Este proceso puede continuar de manera indefinida
hasta que encontremos que c esta en un intervalo suficientemente pequefio. Este méto-
do para obtener una solucién se denomina método de biseccion, y los estudiaremos en
la seccién 3.7.

El teorema del valor intermedio también puede conducir a algunos resultados sor-
prendentes.

|7 EJEMPLO 9 ‘ Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar que en un
anillo circular siempre existen dos puntos opuestos con la misma temperatura.

SOLUCION Elija coordenadas para este problema de modo que el centro del anillo
sea el origen, y sea r el radio del anillo. (Véase la figura 12). Defina 7(x, y) como la
temperatura en el punto (x, y). Considere un didmetro del circulo que forma un dngu-
lo 6 con el eje x y defina f(#) como la diferencia de las temperaturas entre los puntos
que forman dngulos de 6y 0 + 7, esto es,

f(0) =T(rcosf,rsen) — T(rcos(6 + ), rsen( + 7))
Con esta definicién
f(0) =7(r,0) = T(-r,0)
f(m) = T(=r,0) = T(,0) = =[T(r,0) = T(=r,0)] = =f(0)

Asi, f(0) y f(7) son cero, o una es positiva y la otra es negativa. Si ambas son cero, en-
tonces hemos encontrado los dos puntos requeridos. De otra forma, podemos aplicar el
teorema del valor intermedio. Suponiendo que la temperatura varia de manera conti-
nua, concluimos que existe ¢ entre 0 y 7, tal que f(c) = 0. Asi, para los dos puntos con
angulos ¢y ¢ + , las temperaturas son iguales.

Revision de conceptos

1. Una funcion fes continua en c si

— (O

2. Lafuncién f(x) = [x] es discontinua en

4. El teorema del valor intermedio dice que si una funcién f es
continua en [a, b] y W es un nimero entre f(a) y f(b), entonces existe

un ndimero c entre y tal que
3. Sedice que una funcidn f es continua en un intervalo cerrado
[a, b], si es continua en cada punto de (a, b) y si y
Conjunto de problemas 1.6
En los problemas del 1 al 15 establezca si la funcion indicada es conti- £ - 27
nua en 3. Si no es continua, diga por qué. 12 1) = .3 sit #3
L f(x)=(x-3)(x—4) 2 gx)=x*-9 23 sit =3
3 .
3 h(x):fo 4. g(t) = Vi —4 - f(z):{zi3 sit =3
| 3—1t sit >3
0 3] (i - 3)
&o-= @0 =50 P-9 si=3
f(t): (3-1)? sit>3
7. f(r) = il 8. g(1) =1t - 2|
2 .
x“—9 ‘ 21—7x —3x+7 six=3
x) = : —
() x-3 f& =3 15. f(x) {—2 six >3
3 _
@ ! 27 sit #3 Con base en la grifica de g (véase la figura 13), indique los
r(t) = t—3 valdTes en donde g es discontinua. Para cada uno de estos valores es-
27 sit =3

tablezca si g es continua por la derecha, por la izquierda o ninguna.
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@ A partir de la grafica de 4 dada en la figura 14, indique los in-
tervelos en los que & es continua.

En los problemas del 18 al 23 la funcion dada no estd definida en cier-
to punto. ;Como debe definirse para hacerla continua en ese punto?
(Véase el ejemplo 1).

x> — 49 ‘ 2x% — 18
18 f(x) =" (1) 1(x) = 75—

sen 6 Vi-1
20. g(0) = 0 21. H(t) = 1

xr+2x2 -3 -1
22. qS(x) 7? 23. F(x) = senx 1

En los problemas del 24 al 35, jen qué puntos, si los hay, las funciones
son discontinuas?

3x +7
W)= T 30)x .
42
25, f(x) = SE. .

xm + 3x — 37 — x

h(h) = |sen® + cosf|  27. r(f) = tan 6

2u + 7 W+ u— 1]
28. f(u) = ———= glu) =————
Virs @ Vit 1
1 1
30. F(x) =—F——— 3. G(x) = —F——
4 + x? 4 — x?
X six <0
32, f(x) =4 2% si0=x=1
2—-x six>1
X six <0
@g(x): —Xx si0=x=1
X six > 1

34. f(1) = [1] 35. g(t) = [t +1]
36. Dibuje la grafica de una funcién f que satisfaga todas las con-
diciones siguientes.
(a) Su dominio es [—2,2].
) f(-2) = f(-1) = f(1) = f(2) = 1.
(c) Esdiscontinuaen—1y 1.
(d) Es continua por la derecha en —1 y continua por la izquierda en

37. Haga el bosquejo de la grafica de una funcién que tenga do-
minio [0, 2] y sea continua en [0, 2), pero no en [0, 2].

38. Bosqueje la gréfica de una funcién que tenga dominio [0, 6] y
sea iontinua en [0,2] y en (2, 6], pero que no sea continua en [0, 6].

Haga el bosquejo de la grafica de una funcién que tenga do-
minio [0, 6] y sea continua en (0, 6) pero no en [0, 6].
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40. Sea

X six es racional

f(x) ={

Dibuje la grafica de esta funcién lo mejor que pueda y decida en dén-
de es continua.

—x sixsies irracional

En los problemas del 41 al 48 determine si la funcion es continua en el
punto dado c. Si la funcion no es continua, determine si la discontinui-
dad es removible o no removible.

2 — 100
41. f(x) =senx;c =0 42. f(x)—x 1O;C—IO
43. f(x) = senx;c =0 4. f(x) = o8 x;c =0
X x
senx ’
4s. = ’ = —c=
g(x) X F(x) xsen—c 0
0, x=0
1 4 —x
47. = sen—;c = 48. =———c=4
f(x) sen— ¢ 0 8. f(x) 2—\/}6

49. Una compaiiia de teléfonos celulares cobra $0.12 por hacer
una llamada mds $0.08 por minuto o fraccién (por ejemplo, una
llamada telefénica que dure 2 minutos y 5 segundos cuesta $0.12 + 3
X $0.08). Haga el bosquejo de una grafica del costo de una llamada
como funcién de la duracién ¢ de la llamada. Analice la continuidad
de esta funcion.

50. Una compaiifa que renta automdviles cobra $20 por dia, con
200 millas incluidas. Por cada 100 millas adicionales, o cualquier frac-
cién de éstas, la compaiiia cobra $18. Haga el bosquejo de una gréfica
del costo por la renta de un automévil durante un dia como funcién
de las millas recorridas. Analice la continuidad de esta funcion.

Una compaiia de taxis cobra $2.50 durante el primer cuarto
de milla y $0.20 por cadaé de milla adicional. Haga un bosquejo del
costo de un viaje en taxi como funcién del nimero de millas recorri-
das. Analice la continuidad de esta funcion.

52. Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar que
x° + 3x — 2 =0 tiene una solucién real entre 0 y 1.

53. Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar que
(cos N + 6 sen’r — 3 =0 tiene una solucién real entre 0y 277.

54. Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar que
x*—7x* + 14x — 8 =0 tiene al menos una solucién real en el intervalo
[0, 5]. Haga un bosquejo de la grafica de y = x> — 7x* + 14x — 8 en [0,
5]. En realidad, ;cudntas soluciones tiene esta ecuaciéon?

55. Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar que
Vx — cos x = 0 tiene una solucién entre 0 y 7/2. Haga un acerca-
miento de la grifica de y = Vx — cos x para determinar un inter-
valo que tenga longitud 0.1 y que contenga esta solucion.

56. Demuestre que la ecuacién x° + 4x> — 7x + 14 =0 tiene al me-
nos una solucioén real.

57. Pruebe que f es continua en ¢ si y sélo si 11’rrgJ flc+1)=
P
f(e).

58. Demuestre que si fes continua en ¢ y f(¢) >0, existe un inter-
valo (¢ — 8, ¢ + 8), tal que f(x) >0 en este intervalo.

59. Demuestre que si f es continua en [0, 1] y ahf satisface 0 <
f(x) =1, entonces f tiene un punto fijo; esto es, existe un nimero ¢ en
[0,1], tal que f(c) = c. Sugerencia: aplique el teorema del valor inter-
medio a g(x) =x — f(x).
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60. Encuentre los valores de a y b de modo que la siguiente fun-
cién sea continua en todas partes.

x+1 six<1
flx)=qax+b sil=x<2
3x six =2

61. Una liga estirada cubre el intervalo [0, 1]. Los extremos se
sueltan y la liga se contrae de modo que cubre el intervalo [a, b] con
a >0y b =1. Demuestre que esto resulta en un punto de la liga (en
realidad exactamente un punto) que estard en donde estaba original-
mente. Véase el problema 59.

1 1

62. Sea f(x) = P Entonces f(—2) = 3 y f(2) = 1. (El
teorema del valor intermedio implica la existencia de un nimero ¢
entre =2y 2, tal que f(c) = 0? Explique.

63. Iniciando alas 4 a. m., un excursionista escala lentamente ha-
cia la cima de una montafia, a donde llega al mediodia. Al dia siguien-
te, regresa a por la misma ruta, iniciando a las 5 a. m.; a las 11 de la
maiiana llega al pie de la montaiia. Demuestre que en algin punto a
lo largo de la ruta su reloj mostraba la misma hora en ambos dias.

64. Sea D una regién acotada, pero arbitraria en el primer cua-
drante. Dado un angulo 0,0 = 6 =< /2, D puede ser circunscrita por
medio de un rectangulo cuya base forme un angulo 6 con el eje x, co-
mo se muestra en la figura 15. Demuestre que para algtin dngulo este
rectangulo es un cuadrado. (Esto significa que cualquier regién aco-
tada puede ser encerrada dentro de un cuadrado).

6

Figura 15

La fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre un objeto
que Tiene masa m y que se encuentra a una distancia r del centro de

la Tierra es

GM
er, sir < R
_ R
8N =Y GMm '
5 sir = R
r

Aqui, G es la constante gravitacional, M es la masa de la Tierray R es
el radio de la Tierra. ;Es g una funcién continua de r?

66. Suponga que fes continua en [a, b] y nunca es cero alli. jEs
posible que f cambie de signo en [a, b]? Explique.

67. Sea f(x + y) =f(x) + f(y) para toda x y y, y suponga que fes
continua en x = 0.
(a) Demuestre que f es continua en todas partes.
(b) Demuestre que existe una constante m, tal que f(¢) = mt para to-

da f (véase el problema 43 de la seccién 0.5).

68. Pruebe que si f(x) es una funcién continua en un intervalo,

entonces también lo es la funcién |f(x)] = V/(f(x))>

69. Demuestre que si g(x) = If(x)! es continua, no necesariamen-
te es cierto que f(x) sea continua.

70. Sea f(x)=0,six esirracional,y sea f(x) =1/q, si x es el nime-

ro racional p/q en su minima expresién (g > 0).

(a) Dibuje, lo mejor que pueda, la grafica de fen (0, 1).

(b) Demuestre que f es continua en cada ndmero irracional en
(0,1), pero es discontinua en cada nimero racional en (0, 1).

71. Un bloque delgado en forma de tridngulo equildtero con lado
de longitud 1 unidad tiene su cara en la vertical del plano xy con un
vértice en el origen. Bajo la influencia de la gravedad, girara alrededor
de V hasta que un lado golpee el piso, en el eje x (véase la figura 16).
Denétese con x la abscisa inicial del punto medio M, del lado opues-
to a V,y sea f(x) la abscisa final de este punto. Suponga que el blo-
que queda en equilibrio cuando M esta directamente arriba de V.

(a) Determine el dominio y rango de f.
(b) En el dominio de f, ;en dénde es discontinua?
(c) Identifique cualesquiera puntos fijos de f (véase el problema 59).
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Figura 16

Respuestas a la revision de conceptos: 1. lim f(x) 2. To-

dos los enteros 3. lim_f(x) = f(a); h'né’li f(x) = f(b)
Xx—a xX—

4. a;b; f(c) =W

1.7 Repaso del capitulo

Examen de conceptos

A cada una de las siguientes aseveraciones responda con verdadero o
falso. Justifique sus respuestas.

. Sif(c) = L, entonces lim f(x) = L.
xX—c
. Si hln f(x) = L, entonces f(c) = L.

. Si lim f(x) existe, entonces f(c) existe.
d4

W N -

X
. Si ll’m0 f(x) = 0, entonces para toda & > 0 existe una § >0,
—
tal que 0 < |x| < & implica |f(x)| < e.

5. Si f(c) no estd definida, entonces lim f(x) no existe.
xX—c

x> =25

6. Las coordenadas del agujero en la gréfica de y = s

son (5, 10).

7. Si(x) es un polinomio, entonces 1im p(x) = p(c).
X—c

. senx
8. lim

x—0

no existe.
9. Para todo nimero real ¢, lim tan x = tan c.
xX—c

10. tan x es continua en todo punto de su dominio.



